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1. Вступ
У процесі розробки нафтогазових родовищ наявна 
низка чинників, які впливають на ефективність ви-
добутку, це як геологічні характеристики пласта, так 
і технічні його параметри [1]. На сьогоднішній день 
накопичений великий досвід застосування інтенсив-
них систем розробки родовищ, серед яких, перш за все, 
варто виділити площове заводнення [2], при якому 
експлуатаційні та нагнітальні свердловини розташо-
вуються певним чином в межах відповідних ділянок. 
Як відомо, при проектуванні низькопроникних 
(типу сланцевих) осадових порід, а також внаслідок 
погіршення колекторських властивостей у привибій-
них зонах в процесі розробки пласта, доцільно вико-
ристовувати технологію гідравлічного розриву (ГРП) 
[3, 4], в результаті якого утворені тріщини розширю-
ють область впливу експлуатаційних свердловин і 
формують зв’язок із зонами підвищеної проникності. 
На основі числових методів квазіконформних ві-
дображень [4–6], розроблено алгоритм розв’язання 
нелінійних крайових задач однофазної фільтрації 
у низькопроникних осадових породах в елементах 
площового заводнення з урахуванням впливу трі-
щин ГРП, який дозволяє передбачити характеристики 
пластової системи при різних умовах впливу на неї та 
вивчити особливості фільтрації в призабійних зонах. 
При цьому актуальними є питання удосконалення та 
розвитку числових методів квазіконформних відо-
бражень для математичного моделювання нелінійних 
процесів витіснення в нафтових пластах з урахуван-
ням впливу тріщин гідророзриву, що дозволило б ви-
значати: моменти часу прориву витісняючої рідини до 
експлуатаційної свердловини та повного її обводнен-
ня, координати критичних точок типу «призупинки» 
та значень квазіпотенціалу у них, положення границі 
розділу рідин у різні моменти часу, загальну фільтра-
ційну витрату на експлуатаційній свердловині, залеж-
ність частки у ній нафти, об’єм витісненого флюїду у 
пласті на протязі визначеного часу та відповідно об’єм, 
що залишається у пласті тощо.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Процес фільтрації рідини до свердловини при на-
явності тріщин гідравлічного розриву пласта дослі-
джується багатьма вченими світу. Зокрема, в роботі [7] 
наведено аналітичний розв’язок відповідної крайової 
задачі, де тріщини представлено у вигляді розрізу 
нульової товщини і кінцевої провідності. Така модель 
не відображає реальні фільтраційні властивості про-
цесу витіснення, на відміну від випадку, коли тріщину 
моделюють у еліпсоподібному вигляді, наприклад як 
у роботі [8]. Більш складнішу модель запропоновано 
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в залежності від тиску, який створюють наявні мі-
кротріщини у сланцевих осадових породах. В роботі 
[10] пропонується дослідження взаємовпливу на про-
цес витіснення розміщення декількох тріщин ГРП на 
одній експлуатаційній свердловині, однак лишається 
проблема відшукання поля насиченості, що дозволило 
б спрогнозувати темпи обводнення експлуатаційних 
свердловин та визначити особливості експлуатації 
того чи іншого родовища за умови запроектованого 
розміщення свердловин та тріщин ГРП на них.
Результати проведеного в роботі [11] математич-
ного моделювання процесів фільтрації у нафтових 
пластах із наявними тріщинами гідравлічного роз-
риву чисельними методами дають можливість про-
гнозувати їх в загальному, проте є недостатніми для 
належного відшукання положення границі розділу 
рідин у різні моменти часу, загальної фільтраційної 
витрати експлуатаційної свердловини, частки у ній 
нафти, об’єму витісненого флюїду у пласті на протязі 
визначеного часу, моментів часу прориву витісняючої 
рідини до експлуатаційної свердловини та повного її 
обводнення, місця знаходження застійних ділянок. 
Частково цю проблему було вирішено в роботі [12], де 
проведено системне дослідження взаємовпливу пара-
метрів тріщин та фільтраційно-ємкісних характерис-
тик середовища.
Щодо задач оптимізації розмірів, коефіцієнта про-
никності та розміщення тріщин ГРП, було проведено 
дослідження у роботі [13]. Задачі оптимізації філь-
траційних характеристик процесу витіснення за наяв-
ності тріщин ГРП також були розв’язані у роботі [14]. 
Однак у цих публікаціях не було проведено аналіз міс-
цезнаходжень так званих ділянок «застою», в залежно-
сті від заданих параметрів та розміщення тріщин.
Таким чином, виникає потреба розв’язання більш 
ширших класів задач, оскільки необхідно встановити, 
окрім оптимального розміщення нагнітальних та екс-
плуатаційних свердловин, ще й ефективне положення 
в їх околах тріщин гідравлічного розриву. Це задо-
вольняло б ті чи інші критерії, зокрема підібрати таке 
значення параметрів тріщин ГРП, за умов сталості 
параметрів пласта, щоб час прориву води до експлу-
атаційної свердловини та об’єм добутої нафти були 
максимальними, а в наступні моменти часу об’єм води 
в сумарній витраті був мінімальним.
3. Мета та задачі дослідження
Метою роботи є математичне моделювання проце-
сів витіснення флюїдів у нафтових пластах з урахуван-
ням впливу тріщин гідророзриву та розвиток числових 
методів квазіконформних відображень розв’язання 
відповідних крайових задач однофазної фільтрації.
Для досягнення вищевказаної мети були поставле-
ні наступні завдання:
– удосконалити математичну модель процесів ви-
тіснення флюїдів із низькопроникних (типу сланце-
вих) осадових порід в елементах площового заводнен-
ня за наявності тріщин ГРП;
– розвинути методологію розв’язання крайових 
задач фільтраційних процесів витіснення із низь-
копроникних (наприклад сланцевих) осадових порід 
з урахуванням впливу тріщин гідравлічного розриву 
та суміжних деформаційних процесів у присвердло-
винній зоні пласта, коли за умов квазістаціонарності 
фільтраційної течії досліджуваний процес описується 
спеціальним чином модифікованим законом Дарсі від-
носно критичного значення градієнта тиску;
– розробити числові алгоритми розв’язування від-
повідних крайових задач, на основі чого провести 
числові розрахунки та аналіз отриманих результатів.
4. Метод комплексного аналізу моделювання 
нелінійних процесів витіснення у нафтових пластах з 
урахуванням впливу тріщин ГРП 
Розглянемо процес однофазної ізотермічної філь-
трації у горизонтальному пласті-колекторі, породже-
ному двояко-симетричними прямолінійними рядами 
нагнітальних та експлуатаційних свердловин, прони-
заних тріщинами ГРП скінченної проникності (рис. 1), 
без перетоків між відповідними рядами. 
Рис. 1. Схематичне зображення розробки пласта з 
виділеним елементом симетрії (( ) – нагнітальна,  
( ) – експлуатаційна свердловини)
З огляду на симетрію розміщення свердловин, у 
пласті zG  маємо можливість виділити елемент z zG G ,∈   
що містить n* нагнітальних свердловин та одну експлу-
атаційну з відповідними тріщинами та симетричними 
їх частинами (рис. 2, де 0*d n (r a)= +  – відстань між 
лініями розділу елементів симетрії, *n 3= , 
0r  – радіус 
свердловин, a – половина відстані між нагнітальними 
свердловинами, h – відстань між рядами).
При моделюванні даного процесу, закон руху та рів-
няння нерозривності течії, згідно з [4–6], представимо 
у вигляді: 
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за відповідних умов на контурах пласта: 
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ділянка пласта, що відповідає κ -ій тріщині, 1, 2, 3...,κ =  
(k constκ = ). Тріщини ГРП моделюємо фрагментами елі-
псів з півосями a ,κ  bκ  та відповідним кутом спрямуван-
ня – ;κα  Lg, L – контури нагнітальних та експлуатаційної 
свердловин, відповідно; χ  – коефіцієнт, що характеризує 
залежність проникності осадової породи (при ускладне-
них геологічних умовах фільтрації, для яких 0k µ  мала 
величина) від величини градієнта тиску і визначається 
наступним співвідношенням:
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де F – задана монотонно зростаюча функція, Ikr – кри-
тичне значення початкового градієнту. 
Рис. 2. Елементом симетрії пласта в умовах  
площового заводнення
Для побудови наближеного розв’язку задачі вве-
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та перепишемо відносно нього рівняння (1) з відпо-
відними крайовими умовами:
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1 0 0 0L A H H D DB {z := ∪ ∪ = f (x,y) 0},=
1 0A H {z :  x 0,  0 y a},= = ≤ ≤  0H D {z :  y 0,  0 x h},= = ≤ ≤  
0DB {z :  x h,  0 y d / 2}= = ≤ ≤ .
Аналогічно, як у [4], ввівши функцію течії ψ, 
комплексно спряжену до ϕ, задача на побудову гід-
родинамічної сітки, відшукання фільтраційної ви-
трати та інших характерних фільтраційних параме-
трів за знайденим (фіксованим у даний момент часу) 
полем насиченості зводимо до квазіконформного 
відображення ( ) ( ) ( )z x,y i x,yω = ω = ϕ + ψ  однозв’язної 
області Gz на відповідну область комплексного квазі- 
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g g 1 n
g 1
Q Q Q Q−
=
= − =∑  –  сумарна витрата на експлуа-
таційній свердловині. Обернену до (1) крайову задачу на 
квазіконформне відображення ( ) ( ) ( )z z x , iy ,= ω = ϕ ψ + ϕ ψ  
області Gω  на Gz, а також (як наслідок) рівняння для 
дійсної ( )x x ,= ϕ ψ  і уявної ( )y y ,= ϕ ψ  частин характе-
ристичної функції течії запишемо у вигляді
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Задачу для відшукання поля насиченості (2), згід-








* * *s(x( , ),y( , ),t) s ,ϕ ψ ϕ ψ =
s(x( , ),y( , ),0) s(x( , ),y( , )),ϕ ψ ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ
0 Q,≤ ψ ≤  ** ,ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ   (7)
де рівняння (6) є фактично просторово одновимірним, 
адже змінна ψ  тут входить як параметр. 
Різницевий аналог та алгоритм розв’язання задачі 
будуємо як у [4]. На початковому етапі знаходимо 
величину параметра 
1H
,ϕ  далі послідовно розв’язуємо 
серію проміжних задач, що відповідають рис. 3. 
Рис. 3. Область комплексного квазіпотенціалу
Вузли i j( , )ϕ ψ  сіткової області Gω  визначаємо так:
g
g
g g g g
* 1 1 1 H * 1
i
g g g g * g
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Рівняння (4) апроксимуємо, використовуючи метод 
скінчених об’ємів [15], наступним чином:
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Апроксимації крайових умов запишемо так:
g 0,j 0,j 1 2f (x ,y ) 0, j m ,m ,= =  
*
n,j n,jf (x ,y ) 0, j 0,m,= =
g 1 g 1 g 1
0
i,m i,m Hx 0,  2(g 1)(a r ) a y y ,− − −= − + − ≤ ≤
g g 1 g
0
i,m H i,m 1x 0,  y y 2(g 1)(a r ) a, i 0,n ,−= ≤ ≤ − + + =
p pi,0 i,0 i,m i,m *
f(x ,y ) 0, f(x ,y ) 0, i 0,n, j 0,m, g 2,n .= = = = =

(9)
Тут, як і в [6], комплексну спряженість гармоніч-
них функцій i,j i jx x( , ),= ϕ ψ  i,j i jy y( , )= ϕ ψ  забезпечують 
умови ортогональності приграничних нормальних 
векторів до відповідних дотичних вздовж границі об-
ласті zG . Їх різницеві аналоги на контурах свердловин 
мають вигляд:
1,j 0,j 2,j 0,j 1 0,j 1
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Невідомі наближені значення витрат gQ  та потен-
ціалу 
gH
ϕ  в точках розходження течії в процесі ітера-
цій шукаємо за формулами: 
g
g g
H * 1 1 1(n 1) ,ϕ = ϕ + + ∆ψ γ  g g gQ m ,= ∆ψ
де 
g g
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1 22
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, а glγ  одержуємо на підставі умо-  
ви «квазіконформної подібності в малому» відповід-
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( ) ( )2 2i,j i 1,j i,j i 1,j i,ja x x y y ,+ += − + −
( ) ( )2 2i,j i,j 1 i,j i,j 1 i,jb x x y y .+ += − + −
Рівняння	 (7)	 апроксимуємо	 різницевою	 схемою	
«проти	потоку»	[4]	наступним	чином:
2
i,j i,j i 1,j
i,j i,j i 1 2,j i,j i 1,j i 1 2,jg
i,j l
s s









1 1j 1,m,  i 1,n 1,  l 1,  i n 2,n,  l 2,  = = + = = + = 	 (12)




умови	 для	 насиченості	 в	 сітковій	 області	 запишемо	
так:	 0,j *s s ,= i,j i,js(x ,y ,0) = i,j i,js(x ,y ), j 0,m,= i 1,n.
Задавши	крок	 ,τ 	параметри	розбиття	 g1n ,	
g
2n ,	mg	 *g 1,n ,= 	
області	 Gω 	 та	точності	 1,ε 2ε 	роботи	алгоритму,	почат-
кові	наближення	координат	граничних	вузлів	(так,	щоб	
виконувалися	 умови	 (8))	 і	 початкові	 наближення	 коор-
динат	 внутрішніх	 вузлів	 ( (0)i,jx ,
(0)
i,jy ),	 за	 формулами	 (10)	
знаходимо	 наближення	 величин	 gl .γ 	 Далі	 проводимо	
уточнення	 координат	 внутрішніх	 вузлів	 гідродина-
мічної	сітки	шляхом	розв’язання	(7)	відносно	xi,j	та	yi,j.	
Після	 цього	 підправляємо	 граничні	 вузли	 за	 умов	





алгоритму	 побудови	 гідродинамічної	 сітки	 (відшу-
кання	 невідомих	 фільтраційних	 параметрів,	 зокрема,	
поля	швидкості)	на	даному	ітераційному	етапі	є:	стабі-
лізація	витрат	 gQ 	 (
( 1) ( )
g g 1Q Q
κ+ κ− < ε );	стабілізація	гра-	
	
ничних	 вузлів	 ( ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2i,j i,j i,j i,j 2i,j
max (x x ) (y y )κ κ− κ κ−− + − < ε )	
тощо.	У	випадку	невиконання	хоча	б	однієї	із	цих	умов	
відмічаємо	на	гідродинамічній	сітці	ділянки	порушен-
ня	 квазіконформності.	 Використовуючи	 поле	 швид-
костей	 та	 поле	 насиченості	 з	 попереднього	 ітерацій-
ного	кроку	за	часом	(з	урахуванням	граничної	умови),	
згідно	 з	 (10)	 знаходимо	 новий	 розподіл	 насиченості	 у	
пласті	та	повторюємо	кроки	алгоритму.
5. Числові розрахунки модельної задачі
Числові розрахунки проведемо	при	різних	значеннях	
характерних	параметрів,	які	задають	геометрію	облас-
ті	 фільтрації,	 коли	 на	 одну	 експлуатаційну	 свердло-
вину	 припадає	 дві	 нагнітальних,	 за	 умови,	 що	 * 0ϕ = ,	
* 1ϕ = ,	 0r 0.1= ,	 a=0.8,	 h=3,	 d=27,	 k*=1,	 k 10λ = ,	 0.5σ = ,	 n1× 
×n2×m1×m2=4×20×25×25,	 1 2µ = ,	 2 1µ = ,	 s(x,y) 0= ,	 s*=1,	
0.01τ = .	 На	 рис.	4	 зображено	 гідродинамічні	 сітки	
елементів	 симетрії,	 у	 початковий	 момент	 часу,	 а	 на	
рис.	5	–	 відповідний	 розподіл	 насиченості	 у	 момент	
часу	 t t=  	 при	 таких	 параметрах	 тріщин	 гідророзри-
ву:	 a1=b2=0.1,	 b1=a2=1,	 1 2,   3 2α = π α = π 	 (Випадок	1);	
a1=0.1,	 b1=1,	 1,2 5 4α = π  (Випадок	2);	 a1=0.18,	 b1=1,	
3 2α = π 	(Випадок	3).
               а                               б                                 в
Рис. 4. Гідродинамічні сітки елементів симетрії:  




Рис. 5. Розподіл насиченості елементів симетрій  
а – у випадку 1; б – у випадку 2; в – у випадку 3
На	 рис.	 6,	 7	 зображено	 залежності	 сумарної	 філь-
траційної	 витрати	 ( )
*n
Q t 	 та	 значень	 відбору	 нафти	
( )*Q t 	 від	 часу	 *t 0,t∈   ,	 відповідно,	 ( *t 18.62= ,	 далі	
проводити	 розрахунки	 практично	 немає	 сенсу,	 через	
різке	зниження	відбору	нафти)	для	вищеописаних	ха-
рактерних	випадків.
Рис. 6. Графіки залежності сумарної витрати від часу у 
відповідних елементах симетрії 
 
    
0,186;  4,64.внV t
 
0,136;  4,92.внV t
    











Восточно-Европейский журнал передовых технологий ISSN 1729-3774 4/8 ( 82 ) 2016
Література 
1. Каневская, Р. Д. Математическое моделирование разработки месторождений нефти и газа с применением гидравлического 
разрыва пласта [Текст] / Р. Д. Каневская. – М.: ООО «Недра-Бизнесцентр», 1999. – 212 с. 
2. Фазлыев, Р. Т. Площадное заводнение нефтяных месторождений [Текст] / Р. Т. Фазлыев. – М.: Ижевск, ИКИ, НИЦ РХД, 
2008. – 256 с. 
3. Taleghani, А. D. Analysis of hydraulic fracture propagation in fractured reservoirs: an improved model for the interaction between 
induced and natural fractures [Text]: PhD Dissertation / А. D. Taleghani. – University of Texas at Austin, 2009. – 216 p. 
4. Бомба, А. Я. Моделювання фільтраційних процесів у нафтогазових пластах числовими методами квазіконформних відобра-
жень [Текст]: монографія / А. Я. Бомба, А. М. Сінчук, С. В. Ярощак. – Рівне: ТзОВ «Ассоль», 2016. – 238 с.
Рис. 7. Графіки залежності значення відбору нафти від 
часу у відповідних елементах симетрії
За підрахунками, згідно формул (4) та (5), об’єм 
нафти, яка знаходилась у цих елементах симетрії до 
початку витіснення – Vн=7.106, а об’єм добутої нафти 
та її залишок у пласті за час протікання процесу, від-
повідно, становить Vвн=3.965, Vзл(18.62)=3.141 (для ви-
падку 1), Vвн=3.428, Vзл(18.62)=3.678 (для випадку 2), 
Vвн=3.789, Vзл(18.62)=3.317 (для випадку 3).
6. Обговорення результатів дослідження процесів 
витіснення у нафтоносних пластах в елементах 
площового заводнення
З огляду на проведене дослідження (комп’ютерні 
експерименти), бачимо, що після досягнення моменту 
часу прориву витісняючого реагенту до експлуата-
ційної свердловини, об’єм відбору нафти в сумарній 
фільтраційній витраті у кожному з випадків зменшу-
ється по-різному. Це пояснюється суттєвою різницею 
коефіцієнтів в’язкості фаз, відносної фазової проник-
ності, параметрів та розміщень тріщин ГРП: у випад-
ку 1 відбувається швидке обводнення експлуатаційної 
свердловини через одну з тріщин і виникає ризик 
утворення так званих зон застою нафти; у випадку 2 
цей ризик значно зменшується, однак збільшується 
час для повного витіснення нафти; у випадку 3 спо-
стерігаємо надто повільний перебіг процесу відбору 
нафти («близькість» відборів, особливо для випадків 1 
та 3, пояснюється рівністю площ тріщин ГРП). Також 
підтверджується факт, що напрямленість тріщин ГРП 
в «поперечному напрямку» (стосовно лінії розміщення 
нагнітальних свердловин) пришвидшує час прориву 
витісняючого реагенту до експлуатаційної свердлови-
ни (хоча забезпечує певне зростання значень відбору 
нафти на початкових часових етапах), а їх розміщення 
«вздовж» – сприяє зменшенню зон застою нафти. При 
цьому підкреслимо, що зони застою нафти в даних 
випадках є близькими до так званих застійних зон (ді-
лянок пластів, в кожній точці яких величина градієнта 
є меншою деякого критичного значення).
Проведене математичне моделювання розробки 
низькопроникних нафтових родовищ дозволяє спро-
гнозувати темпи обводнення експлуатаційних сверд-
ловин та визначити особливості експлуатації за умови 
запроектованого розміщення свердловин та тріщин 
ГРП на них. У цих умовах розв’язана проблема опти-
мізації відбору нафти, в залежності від заданих пара-
метрів тріщин ГРП на експлуатаційній свердловині, 
визначення місцезнаходження застійних зон. 
7. Висновки
У роботі удосконалено математичну модель проце-
сів витіснення флюїдів із низькопроникних нафтових 
родовищ в елементах площового заводнення за наяв-
ності тріщин ГРП, зокрема, врахувавши коефіцієнт, 
що характеризує залежність проникності осадової по-
роди від величини градієнта тиску.
Числові методи квазіконформних відображень по-
ширено для розв’язання нелінійних крайових задач 
однофазної фільтрації у низькопроникних (типу слан-
цевих) осадових породах за наявності тріщин гідро-
розриву. Водночас враховано вплив суміжних дефор-
маційних процесів у присвердловинній зоні пласта. 
Тобто, за умов квазістаціонарності фільтраційної течії, 
досліджуваний процес описується спеціальним чином 
модифікованим законом Дарсі відносно критичного 
значення градієнта тиску.
Розроблено числові алгоритми для проведення 
відповідних розрахунків фільтраційних характерис-
тик: поля насиченості, квазіпотенціалу швидкості, 
моменти часу прориву витісняючої рідини до експлу-
атаційної свердловини та повного її обводнення. Ал-
горитм також дає можливість визначити координати 
критичних точок типу «призупинки» та значень ква-
зіпотенціалу у них, положення границі розділу рідин 
у різні моменти часу, загальну фільтраційну витрату 
на експлуатаційній свердловині, залежність частки 
у ній нафти. Для ефективного аналізу проведених 
досліджень, виконано обрахунки об’єму витісненого 
флюїду у пласті на протязі визначеного часу та відпо-
відного об’єму, що залишається у пласті в довільний 
момент часу. 
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